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Yorwort. 



Von der Art und Weise, wie die Richtungen der Lichtstrahlen 
bei ihrem Durchgange durch ein Linsensystem • (z. B. durch ein 
Fernrohr oder Mikroskop) sich ändern, und von den Bildern, welche 
in Folge dessen an Stelle der leuchtenden Gegenstände selber 
unserer Wahrnehmung entgegentreten, hat man schon seit langer 
Zeit sich Rechenschaft zu geben gewusst. In der That war es 
keine schwierige Aufgabe, den Gang der Lichtstrahlen von einer 
Linso zur andern mit Hülfe der Rechnung zu verfolgen, und in 
solcher Woiso schliesslich auch diejenigen Bahnen zu ermitteln, 
welche den Lichtstrahlen zu Thcil Averden bei ihrem Anstritt aus 
der letzten Linse. Es war eino Aufgabe, die mit eniiger Geduld 
leicht zu lösen war, die aber zu wenig übersichtlichen Resultaten 
führte, zu Resultaten, Avelehe nur durch Formeln darstellbar waren, 
der Anschauung al)er unzugänglich blieben. 

Möbius, Gauss und Besse! war es vorbehalten, in diesem Ge- 
biete einen entscheidenden Schritt vorwärts zu thun, und für jene 
complicirten Formeln geometrische Darstellungen zu hnden von 
überraschend einfacher Art: 

Möbius : Die Hauptciyenschaftcn eines Systems von 
Linsengläsern, 1829. (Möbius Ges. Werh', Bd. IV, S. 479.) 

Gauss: JDioptriscJic Unter suchungenf lö40, (Gauss' Ges. 
Werke, Bd. V, S. 245 und 309.) 

B es sei: Leber die Grundformeln der Dioptrik. 1840. 
(Astron. Nachr., Bd. 18, S. 97.) Merkwürdiger Weise sind 
die beiden Abhandlungen von Gauss und Bcssel nicht nur in 
demselben Johr^ sondern aucii in ein und demselben Monat 
erschienen. 

Möbius: Entwickdung der Lehre von den dioptyischen 
Bildern mit Hülfe der Collineationsverwandtscliaßj 1655. 
(Miibius Ges. Werke, Bd. IV, S. 543.) 
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Vorwort. 



Die genannten Autoren zeigten, dass ein beliebig gegebenes 
Linsensystem immer vier ibm eigenthümliche (in seiner Achse 
Hegende) Fundamentalpnnkte beeitst, imd xeigtan feiner, dass die 
Aendenu^, welche ein Idchtstrahl bei Dnrchlanfnng des Linsen- 
systems in seiner Richtung erleidet, dureh eine ein&che geome- 
trische Constmction bestimmt werden kaim, felis nur jene vier 
Fundamentalpunkte bekannt sind. Von dies^ vier Punkten sind 
2wei identisch mit den sogenannten BrennpuidsteHf also identisdi 
mit Punkten, auf die man sdiion früher ainfmerksam geworden war. 
Die beiden andern warm neu. Sie wurden (1829) von Möbius ent- 
deckt, und Ton Gctuss spater (1840) als die beiden Hauptpunkte 
bezeichnet. 

Von besonderer Wichtigkeit war, dass die in Rede stehende 
geometrische Construction nicht nur angewendet werden konnte bei 
einem gemhnUckm überall yon Lnft umgebenen Linsen System, son- 
dern ebenso gut auch anwendbar war auf dioptrische Apparate von 
mehr allgemeiner Beschaffenheit, z. B. auf den Sehapparat des 
menschlichen Auges. 

Diese yon Möbius, Gauss und Bessel begründete Theorie wurde 
später weiter yervollkommnet durch Hinzufügung Ton noch zwei 
anderen Fundamentalpunkten, nämlich durch die Ton Moser und 
Lisäng entdeckten Knotenpunkte: 

Moser: lieber das Auge. 1844. (Dovf^s Bepertorium, 
Bd. F.) Beiläufig benwrkt, bezeichnet Moser diese Punkte als 
Hauptpunkte. Der Name Knotenpunkte wurde erst von 
Listing eingeführt. 

Listing: Beitrag zur phjfsiologisdien OpHk. 1845. (In 
den Göttinger Studien.) 

Listing: Mathematische Discussion des Ganges der Licht- 
strahlen im Äuge, 1661. (In Wagmr's Handwörterbuch dei' 
Physiologie.) 

Eine sehr schätzbare und reichhaltige Znsaramenstelhing der 
betrettenJen Literatur findet man in ron Hdinholts' Handbuch der 
physiolnoischen Optik, Leipzio- UStJT, Heitf ÖS und Seite 87 — 89. 

Für den Fall eijies gewöhnlichen überall von Luft nniceiieiieu 
Linsensystemes sind übrigens, wie sogleich bemerkt werden mag, 
die Kuotciipuukte identisch mit den Hauptpunkteu. Verschieden von 
den Hauptpunkten, und demnach von Bedeutung sind die Knoten- 
pimktc nur dann, wenn man an Stelle eines gewöhnlichen Linsen- 
systems einen dioptrischeu Apparat Yon mehr allgenteiner Be- 
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Vorwort. 



VU 



achaffenheit (wie z. B. den Sehapparat des meiMcliliGheii Auges) in 
Beteachtimg sdelii 

Die luer Torliegende kleine Sehrift setzt mit Ausnahme der 
ebenen Trigonometrie &8t gu keine mathematisclmi i^nntnisse 
ToianSy und wird also zeigen, dass die in Rede stehende Theorie 
entwickelt werden kann mit einem äusserst geringen Aufwände 
mathematischer HttlÜBniitteL 8ie wird ausserdem; glaube ich, zeigen, 
dass die hier in Anwendung gebraehten elementaren Methoden zur 
Entwickelung der Theorie nicht nur ausreichend sind, sondern auch 
wesentlich dazu beitragen, um diese Entwickelung Schritt fttr Schritt 
der unmittelbaren Anschauung zu^tnglich zu machen. Letzterer 
Umstand ist es haupträchlich, der mich Teranlasst, meine Unter- 
suchungen zu Terdffen^chen. 

Tübingen, 11. Februar 1866. 

€. Nenmanii. 

NB. Ich habe im Vorstehenden das in Tübingen 1866 nieder- 
geschriebene Vorwort wortgetreu yon Neuem abdrucken lassen, 
sondern mir dabei ein^ Aenderungen erlaubt. Namentlich habe 
ich (Gelegenheit genommen, einige historische Fehler zu berichtigen, 
auf welche mein hodigeehrter College Prof. Sdieibner mich auf- 
merksam zu machen die Güte hatte. 

Leipzig, 19. Juni 1893. 

€. NeinaiiD. 
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Es sei gegeben ein Cy linder aß^d mit der Achse AÄ' (Fig. 1). 
Dieser Cylinder sei zusammengesetzt aus beliebig vielen durchsich- 
tigen Körpern, welche der Reihe nach mit Jlf, M^, M^, u. 8.w^ der 
lotste mit M' bezeichnet werden mj^gen. Wir nehmen an, dass die 
Ftächen, in w^dchen je zwei solcihe E5rper an einander grenzen, 
£uge]Mchen sind, und dass die Centra dieser Eugelfläehen ribnmtp 
lieh in der Aehse des Gyünders Hegen. 

Bestehen z B. die Edrper Mi, M* abwediselnd 

aus Luft und Glas, so verwandelt sieh der Oylinder in ein System 
von auf einander folgenden Linsen, wie es bei Femrdhren, Mikro- 
skopen, n. s. w. Torhanden isi Ein soldies Linsensystem ist dem- 
nach nur ein speeu^ Fall des Ton uns betrachteten Oylinders, also 
ein Fall, auf welchen die Besultato, za denen wir bei unserer Unter* 
snchung gelangen werden, unmittelbar in Anwendung gebracht 
werden können. 
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Die Aufgabe, mit der wir uns hier besdulftigen wollen, besteht 
in der Untersuchung des Weges, den irgend ein Lichtstrahl yer- 
folgen wird, wenn er den Cylinder seiner Lange nach durch- 
schreitet, bestdit aJso in der Untersudiung derjenigen Linien 
s, »1, «2 durch welche der ebengenannte Weg in den ein- 
zelnen Körpern Jlf, Jlf|, JI^, . . . . Jlf' der Reihe nach dargestellt 

K«um»9ii, Hmpt' a. BKanpaiikte. 8; kxA. 1 
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2 • . .- Einleitung. 

sein wnni * tJriser Bätfptaugeumerk werden wir dabei richten auf 
die erste und letete Um«, also auf die Linien s und s. Wir werden 
ftbr die gegensmtige Abliäugigkeit, welche zwischen der Lage von 5 
einerseits und d^ von s' andererseits stattfindet, ein möglichst an- 
schauliches Bild m gewinnen sacken; und in der That werden wir 
schliesslich sa äusserst ein&chen, rein geometrischen Yorstelliuigen 
gelangen, durch welche jene Ahl^ngigkeit ihren Ausdruck findet, 
und durch welche wir in den Stand gesetzt werden, für jede ge- 
gebne Linie s die zugehörige Linie s' zu oonstruiren. 

Die EugelflSchen, durch welche je zwei der Körper M, 

Mi M' Ton einander getrennt sind, mögen die brechenden 

FUu^m heissenj-und gleichzeitig mögen diejenigen Punkte dieser 
Flächen, welche in der Achse AÄ* liegen, die SaJieUelpuiikte der 
Flachm genannt werden. Auch mögen die in diesen Scheitelpunkten 
an die brechenden Flachen gelegten Tangentialebenen kurzweg die 
Sekeitelebeiie» jener Flächen genannt werden; so dass also diese 
Scheitelebenen senkrecht zur Achse ÄÄ' stehen. 

Wir werden bei unserer Untersuchung (ebenso, wie Jfö&uis, 
Gauss und Bessel es gethan haben) nicht Tollkonmien strenge Ter» 
fthren, sondern gewisse Voraussetzungen eintreten lassen, durch 
welche ein anniUiemdes Yer&hren möglich wird. Diese Yoraus- 
setzungen sind folgende: 

Erste YoranBSotBimg. — Die Winkel, unter welchen (Fig. 1) 
die Linien s, ^, . . . . / gegen die Achse geneigt sind, sollen 
Ton solcher Eleinheit gedacht werd^ dass ihre sweiien nnä höheren 
Potenzen Temachlässigt werden können, dass mithin die Sinus und 
Tangenten dieser Winkel als gleich gross betrachtet werden können 
mit den Winkeln selber. 

Dabei sei zur Erläuterung Folgendes bemerkt: Unter dem 
Winkel selbst verstehen wir, wie es üblich ist, einen Kreisbogen yom 
Radius 1, wddier vom einen Schenkel des Winkels zum andern 
reicht^ und welcher seinm IMittelpunkt im Scheitelpunkt des Winkels 
hat. Bezeidinen wir nun irgend einen Winkel mit % verstehen wir 
also unter q) die Länge des eben genannten Bogen», so gelten be- 
kanntlich folg^de Formeln: 

Sin <)p = j — 3 + iTaTa . 4 76 - + • • • • 

cosy^l^^^V-+ 1.2^/3.4 + •■• 

tgy-^. 

^ ^ 001 o 
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Ist demnacli der Winkel cp so klein, dass seine zweite und höheren 
Potenzen zu vemachlüssigen sind, so erhält man: 

»in q) = q), 

€08 ^«»1, 

Und hiermit ist die Torhin ausgesprochene Behauptung ge- 
rechtfertigt, nämlich nachgewiesen, dass sin 9> nnd tg 97, nnter den 
genannten Yemachlässigungen, gleich gross sind mit f selber. 

Zweite VomusetEong. — Sind C, C\, C,, . . . . die (auf der 
Achse hefindlichen) Oentra der anf einander folgenden brechenden 
Flächen, sind femer IJ, I\, .... diejenigen Punkte, in welchen 
diese Flächen Ton dem betrachteten Lichtstrahl der Reihe nach ge> 
troffen werden, und sind also (vergL Fig. 1) (7jD, CiD^, CgD,, . . . . 
die nadi den eboi genannten Pnnkfcen hinlanfmden BadioD, so soll 
Torausgeseist werden, dass die Winkel, nnter welchen diese Badien 
gegen die Achse geneigt sind, ebeh&lls so klein sind, dass ihre 
Sinns nnd TaDgmten. als gleich gross angesehen werden können 
mit den Winkehi selber. 

Bemerkimg. — Die einfachen geometrischen Resultate, Ton wel- 
chen vorhin die Bede war, sind nur dann zu erreichen, wenn die 
eben genannten Voranssetzungra zu Gmnde gelegt werden. Auf 
f^lle, wo diese Voraussetzungen nicht zulässig sind, werden jene 
Resultate also auch keine Anwendung finden können. 
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Erstes OapiteL 
Der Darchgang des Lichtes durch eine einzige brechende Flilche. 

§ 1. 

Der einfallende und der gebrochene Strahl. Die Brennpunkte. 

Wir besdiäftigen uns zunächst mit nur gtcei Körpern, mit den 
Körpern Jlf und M^ , und haben dann also nur eine hrechende FlSche, 
nämlich die Trennungsflache swischen M und Mi *ni betrachteiL 

Es sei (l ig. 2) XXi die Achse, S der Scheitelpunkt, und C 
das Oentrum der brechenden Flache; ferner seien M und Jf| die 
beiden Körper, wdche in d^ eben genannten Fläche an einander 
grenzen. Die Oeschwindi^eit, mit welcher sich das Licht im 
Körper M fortpflanzt, wird im Allgemeinen verschieden sein von 
derjenigen, mit welcher seine Fortpflanzung im Körper il/j erfolgt. 
Diese Gesdhwind^keiten betrachten wir als gegeben, und b^ichnen 
sie mit m und m^. Desgleichen betrachten wir als gegeben den 
Radius CS der breehoiden Flädie; er mag bezeichnet werden mit a. 




KB. ni dliMT Ftgar mU icin : sr-=a, sx-^x, .s.v. ==«|,fenwrWiakal 

uuil Wiukul ÜitXtSs: dg. 



Wir beschäftigen uus mit irgend welcbem Strahl, der aus dem 
Körper M übergebt in den Körper Jf^. Es sei XD die Biditung; 
in welcher derselbe im Körper M fortgeht, und 2>X, diejenige^ 
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Der Durchgang des Liohtes durch eine einsige brechende FIftohe. 5 

welche demselben nach erlittener Brechung im Körper Jtf, zu Theil 
wird. Das Loth der brechenden Fläche im Durchgangspunkt I) 
wird dargestellt sein durch den Radius CDL. Gleichzeitig werden 
der FAnfalls- und ßrcchungsunnkd dargestellt sein durch diejenigen 
Winkel, unter welclien die Linien XI) und /)X, geneigt sind gegen 
das eben genannte Loth. Bekanntlich verhalten sich die Sinus 
dieser beiden Winkel ebenso zu einander, wie die Geschwindig- 
keiten, mit welchen sich das Licht fortpflanzt in den Körpern M 
und M^. Bezeichnen wir demnach den Einfallswinkel mit ö und 
den Breehungswinkel mit dj, so ist: 

(1) sin d : sin =s m : f»i. 

Tn einem Dreieck verhalten sich die Sinus zweier W'iiikel wie 
die diesen Winkehi gegenüberliegenden Seiten. Somit folgt aus 
dem Dreieck XCl): 

(2) sin d : sin 9 = CX : CD ^ (x a) .: a ; 

und andererseits ans dem Dreieck XjCJi): 

(3) ..... sin : sin CX^ : CD « (x^ — a) : a. 

Bier sind unter x, Xi die Abstände der Punkte X, Xj vom Seheitei- 
punkt 8 zu Terstehen. 

Ausserdem ergiebt sich aus den genannten Dreiecken: 

d, = o> — fpi, 

Substituirt man diese Werthe von Ö und in den Proportionen 
(1), (2), (3), so folgt: 

sin (a> + 9>) : sin (« — ^) i» : mj, 

(4) sin («D + 9») : sin 9 — (af -f a) : a, 

sin (oj — qpj) : sin qp, « (jCj — a) : a. 

In Folge der gleich zu Anfang (Seite 2) gemachten Voraus- 
setzungen sind die Winkel gj, (p^, a, desgleichen auch die AVinkel 
o + <jp, CO — qp, von solcher Kleinheit, dass die Sinus dieser \V inkel 
ebenso gross sind, wie die Winkel selber. Demnach können die 
Formeln (4) einfacher geschrieben werden in folgender Weise: 

(© -j- 9^) • (« — Vi) • ^i) 

(5) (» + : 9> ^(X'{' a) : a, 

(o — ^Pi) : ^1 » («1 — a) : «, 
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6 Bntes GapiteL 

Aus den beiden letzten Proportionen folgt, wenn wir die Producten- 
gleichungeu bilden: 

4- a) y = a (ö + 9), 
(a?j— a)9j— a(o» — 9),), 

oder, was dasselbe ist: 

(6) 

Hieraus eigiebt sich 9> — " und ^p^^^' öubstituirt man 
diese Werihe in die erste der Proportionen (5), so erhiilt man: 

oder, wenn man durch o> hebt: 

Diese Proportion verwandelt sich, wenn man die Producteugleichung 



bildet, in 
d. i. in: 



oder in: 

(7) (_ÜH^)i + (_?^)l«.l. 

\« — n^/ « ^ \« — «j/ «, 

Die Grossen a, m, m| sind gegebene Gonstanten. Die hier in 
Klammer gesetzten Brüche sind demnach eben&Us Gonstanten, und 
swar Gonstanten, deren Zahlenwerthe angenblicklieh berechnet werden 
k&nnen, sobald die Zahlenwertlie Yon a, m, bekannt sind. Wir 
bezeichnen die durch diese Br&che dargestellten Gonstanten mit h 
und setzen also: 



(8) 



, am 

1 ^1 = ~ > 



und kdnnen alsdann die Gleichung (7) in folgender Weise darstellen: 

(9) -l + ^-l- 

Ausser doi Gonsianten & und h^ sind in dieser Gleichung noch 
zwei andere Grossen enäudten, nSmlich x und d?,. Diese letzteren 



Digitized by Google 



Der DuTohgaog des Lichtes durah eine einsige breohencle Flftche. 7 

bezeichnen die Abstände der Punkte X und vom Scbeitelpuukt 
Sf und sind also Grössen, die demjenigen Strahle XDX^ zugehören, 
welchen wir hier betrachten, folglich Grössen, deren Werthe sich 
ändern, wenn wir an Stelle dieses Strahles irgend welchen andern 
Strahl nehmen. Mit einem Wort: h, 6, sind constante, x, hin- 
gegen rarinhlc Grössen. Die Gleichung (0) ist demnach als eine 
K(datu>n anzusehen, welche stattfindet zwischen den beiden Variablen 
X imd x^j als eine Relation, welche uns in den Stand setzt, die 
eine dieser beiden Variablen zu berechnen, falls die andere ge- 
geben ist. 

Von den beiden Theilen XB und DX, , aus welchen der be- 
trachtete Strahl besteht, nennen wir der Kürze willen den erstem 
den anfadimdenf den letztem den gebrochenen Strahl. Ist der ein- 
&llende Sinhl gegeben, so ist x bekannt. Wir können daher yer- 
mittelst d«r Belation (9) das sugehöiige Xt berechnen, folglich die 
Lage des Punktes ermitteln. Hiermit aber wird dann die Lage 
der Linie DXj, d. i. die Lage des gebrochenen StiaUes ebenfalls 
ermUUU sein. Die ItdaHon (9) ist daher wn grosser WiMgkeU. 
Sie dientf vm den gebrochenen Strahl bu findenf faUs der ein- 
fallende g^ieben ist; ^der oMcft umgekehrt, tiito den einfallenden mt 
ermittehf wem der gt^oehenre gegeben ist 

Wir wollen aonelimen. es seien nnendlich viele ein&llende 
Stiablen gegeben, welShe sammtlich Ton ein md demselben Punkt, 
namlieh sämmtUch von X ausgehen (Fig. 2). Diese Strahlen mögen 
bezeichnet werden mit XD, XE, XF, . . . .; wo D, F, . . . . die- 
jenigen Punkte Torstellen sollen^ in wdehen die Strahlen auf&Uen 
anf die brechende Fläche. AU diese Strahlen haben alsdann ein 
md dasselbe x. Demnach wird sich aus der Relation (9) fOr all 
diese Strahlen anch ein und dasselbe Xi, d. l em und dendbe Fvaoiki 
2i e^ben. Ist dieser Punkt ermittelt, so werden dann schliess- 
lich die gebrochenen Strahlen dargestellt sein durch die Linien 
DX|, EXif FX^, .... Die gebrochenen* Strahlen werden also 
sammtlich durch Xi gehen. Somit erhalten wir folgenden Satz: 
(10)... Strahlen, die vm ein und demsdben, in der A^tse ge- 
legenem Rmkt audaufen, werden sidi nath erlittener Brednmg 
jedereeit wiederum in einem einsäen I^iikt vereinigen, und 
gwar in einem Punkt, der ^beirfaüs 'iin der AjAss Uegt Die 
Entfernungen x und x^, in weiihen ewei sandte Timkte tu 
bdden iSSmfefi dies SMkd^gmkks liegen, sind mit einander ver- 
bunden durdi die Belatian: 

m 
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Eratas Capitel. 



Hier bedeuten b und Z», die in (8) (urgeychenen Consiantcn. 

Für af oo ergiebt sich aus dieser llelatioii = Dem- 
nach werden sich alle Strahlen, welche ansgehen vom Punkte x = oo, 
nach erlittener Brechung vereinigen im Punkte j;, b^. Mit andern 
Worten: Alle Strahlen, welche paräüd mü der Achse auf die 
brechende Flache fallen, vereinigen sieh nach erlittener Brechung 
in einem Paukt, der in der Adue liegt, und der Tom Seheit^iinkt 
die Entfernung \ hat 

Wir bringen die Relation (10) von Neuem in Anwendnog, and 
setaen in deradben Xy op. Alsdann ergiebt sich x^b. Dem- 
nach werden alle Strahlen-, die vom Punkte « oo ausgehen 
und auf die brechende Flache fallen, nach erlittraer Brechung im 
Punkte x^b sich vereinigen. Also: 

(11) . . . Benlit man sich beliebüf viele, etwa unendlich viele StraJUeHf 
tvelche sämmÜich mit der Adise parallel laufen, so werden 
sid^ diese Strahlen^ jenachdem sie von der einen oder von der 
andern Seite her auf <Üe hredteHde Fläcfie fallen, naeh er- 
littener Brechung enboeder vereinigen im IMblff x^h, oder 
vereinigen im Jhmkte x^ — \. DemgemSss werdm diese 
Punkte die beiden Brennpunkte der bredtenden Flädie ge- 
nannt Die in (8) angegebenen Constanten: 




repräseniiren also die Entfernungen der beiden Brennptml^ 
vom St^eit^pmkL Diese Entfemvmgen ufordm die Brenn- 
weiten genannt. 

Die soeben für h und aiigegebeueu Formeln führen zu einer 
einfachen ( 'onstruction der beiden Brennpunkte, vorausgesetzt, dass 
a, w, nii gegeben sind. Diese Construction ist folgende: 

INlun errichte (Fig. 3) auf der Achse zwei Perpendikel, das 
eine im Scheitelpunkt S, das andere im Centrum C Auf jedem 
dieser beiden Perpendikel trage man die langen m und auf; 
man mache nämlich 

5« — C/J — f», 

und 

Sy « Cd = 
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Zieht man alsdann die beiden Linien ad und ßy, und Terlängeri 
diese Linien so weit, bis sie die Achse schneiden, 80 sind die so 
erhaltenen Schnittpunkte B und nichts Anderes als di« beiden 



Vis. 9. 




V 

Beaelclia«a0«n: SC^a^ SB^sst^ Sir|s6|. 

Brennpunkte der brecheudeii Fliu-he. Der Beweis dieser Bclump- 
timg ergiebt sich leicht, und bedarf wohl keiner weiteren An- 
deutung. 

§ 2- 

Oonstraefeion des getooohenen Strahls. 

Wir betrachten tob Neuem irgend einen Strahl, der ans dem 
Körper M übergeht in den Körper M^. Es sei (Fig. 4) XY die 
anfängliche Richtung dieses Strahls, ond T^X^ seine spätere Bich- 



Fig. 4. 




BMflichnuiig«!!: SX x , A, = , S Y — S Y,^:^ y,. 



tung, nämlich diejenige, welche ihm zu Theil wird nadi erlittener 
Brechung. Zwisdien den Punkten X und Xi -findet dann die Be- 
siehung (10a) statt: 
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^•2) 

hier sind nämlicli x lunl x\ die Eutferuuugeu der eben genannten 
Punkte vom Scheitelpunkt. 

Wir wollen nun lerner diejenige Beziehung untersuchen, vvt'lche 
zwischen den Punkten 1' und Y, stattfindet. Aus den rechtwink- 
ligen Dreiecken X6'l"und XiSY^ folgt sofort: 

ST "»SX .igip, 

5y, = 6.\,.tg9»,, 

a^ao, wenn wir die Entfernungen 8Yt 8Yi mit *yi bezeichnen: 

y — a; tgg), 

oder, weil wir (gemäss unseren Voraus.seizungen) y imd <jPj an iStelle 
Yon tg 9 und tg zu setzen berechtigt sind: 

y— «9>» 

also mit Kückblick auf (G): 

y — ao, 

yi == a». 

Somit ergiebt sich zwischen den beiden Punkten Y und Y^ die ein- 
fache Beziehung: 

(13) y = yi. 

Die Kleinheit der Winkel g>f q)i, a und das hierauf basirende 
Naherungsverfahren bringen es also mit sich, dass die beiden Punkte 
Y und r, als zwei mit einander zusammenfegende Punkte angesehen 
werden können. Sind aber Y und Y, als mUer einander identisch 
zn betracliteni so gilt Gleiches (Fig. 4) auch von den Linien YX^ 
und r^X,. 

Als Richtung des gebrochenen Strahles können wir also die 
Linie ^jX, , mit gleichem Hecht ahcr auch die Linie l'X, betrachten. 
Wir fehlen der grösseren Bequemlichkeit willen die letztere Vor- 
stellung, und werden demnach in Zukunft X^ Y als den eitifcUlenden 
und YXi als den gebrochenen Strahl ansehen (Fig. 5). 
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Der Durchgang des Lichtea durch eine ^mige brechende Fläche. 11 

Es seien B und B^^ (Fig. 5) die früher (11) besproclieueu 
Brennpimkie, also SB = h, SBi b^. Wir betrachten den Licht- 
strahl XYXi, und errichten in den festen Punkten B, S, B^ drei 

» 

Fi«. 5. 




S«zelcIiouiigen : isS=ax, Slil^^^^t BB^^t SBi^bn 57= y. 

auf der Achse senkrechte Linien g, «i, welche hinaufreichen bis 
za. dem eben genannten Lichtstrahl Zufolge (12) ist: 

Zu dieser Gleichung fugen wir hinzu die (sich von selber ver- 
stehende) Gleichung 1 + 1=2, oder: 

¥ + 1-2. 

uuil erhalton sodann durch Subtractiou dieser beiden Gleichungen 
folgende ii'ormel: 



1, 



— t. 



oder, was dasselbe ist: 

(14) 1^^^ 

Mit Hülfe ähnlicher Dreiecke ergiebt sich aber (Fig ö): 
d. L 



A',.9 y 



Und hierdurch verwandelt sich die Formel (14) in folgende: 

d. i. in: 

(i;'0 ^ + ^, = 

Somit ergiebt sich folgender Satz (Fig. 5): 
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(IG) . . . licmrhnd man bei irgend einem Lichtstrahl die in (hn 
Biennpniildcn errichteten OnUnafcn mit s, mal die im 
Scheitelpunkt errichtete Ordinate mit y, so wird jederzeit 
s -\- 01 = y sein. Sollte also z. JB. der Jfetrachtctc Lichtstrahl 
zufälliger Weise gerade durch den Sdieitelptmkt gehen, sollte 
mithin y = 0 sein, so wird e ebenfalls 0 sein. D. h. 
die Ordinaten e und werden in diesem Fall von gleicher 
Länget cAer entgegeugeseteter Lage sein; die eine wird 
also oberhalb, die andere mierhaJb der Adtse liegen. 

Dieser Satz setzt uns in den Htand, fiir jeden einfalleuden 
Stralil deu zugehörip;eii «^obrocheiien iStrahl zu construiren. Ist niim- 
lich (Fig. 5) der Stralil X Y gegeben, und sind mitliin die F'erpen- 
dikel ,r und 7/ ebenfalls gegeben, so wird man im Brennpunkt 7/, 
ein i'erpendikel von der Länge y — z errichten, und sodann den 
Endpunkt dieses Perpendikels durch, eine gerade Lniie verbinden 
mit dem Punkte Y. Die so erhaltene Linie repräsentirt alsdann 
den gebrochenen Strahl YX^. 



% 3. 

Conjugirte Punkte und oonjugirte Ebenen. 

üs seien (Fig. 6) B und die beiden Brennpunkte der 
brechenden Fläche, und S ihr Sdieitelpunkt. Femer sei L ein 
leuchtender Punkt; und endlich mögen LaL^, LßL^, LyX drei Ton 
dieaem Punkt aue^hoide Strahlen sein, die wir den Punkten a,ß,y 
entsprechend kurzweg mit (ff), (ß), (y) bezeichnen. Demgem'ass wird 
Li zu bezeichnen sein als der Wiedervereinigungspunkt der Strahlen 
(«) und f/3), hingegen A als der Wiedervereinigungspunkt von (a) 
und {y). Wir werdoi nachweisen, dass diese beiden Punkte L| und 
X mit einander zusammenfallen. 

Zunächst betrachten wir nur zwei Strahlen, nämlich (a) und 
QJ). Bezeichnen wir die in By, S auf der Achse errichteten 
und bis zum Strahle (a) emporreichenden Perpendikel mit 0, 81, y, 
so ist zufolge des Torhergehenden Satzes: 

Bezeichne wir andererseits die in denselben Punkten errichteten, 
jedoch bis zum Strahl {ß) emporragenden Perpendikd mit Z^, Y, 
so ist eben&Us zufolge jenes Satses: 
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Durch Subtraction dieser beiden Gleicbungeu folgt: 

oder, was cUunselbe ist: 

(1) = 1 
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Die hier auftretenden Differenzen Z — e, Z, — g^, Y — ij reprä- 
sentiren diejenigen Stücke der zuvor genannten Perpendikel, welche 
zwischm den beiden Strahlen («) und (ß) liegcji. Beachtet man 
die8| so ergeben sich durch ßetrachtung der beiden Dreiecke Laß 
und L^a/} angenbhcklich folgende Proportion^: 

(Z—2): {Y—y) = IIB : US, 

oder, was dasselbe ist: 

Z-^M US Z^ — tj 

Hierdurch verwandelt sich die Formel (1) in: 

üs tr.Ä ~ ^* 

Zn dieser Gleichung fügen wir hinzu die (sich von selber Ter- 
stehende) Gleichung: 

US ü, s 
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und erhalten alsdann durch Snhiraction heider Gleichungen die 
Formel: 

US"^ 17,5 — ^' 

• • 

also, wenn vir die Brennweiten wiederum mit b und 2>j besMichnen: 

(2) J_ j_ ^ « 1 

Führen wir nun «jenau dieselbe IJntersucliunff zum zweiten 
Male durch, nur mit dem Unterschiede, das-s wir jetzt nicht die 
Strahlen («) und (ß), sondern die Strahlen (aj und i}') unserer 
BetriK litung unterwerfen, so werden wir, wie leicht zu übersehen 
ist i^i'ig. 0); zu folgender mit (2j analogen Formel gelangen: 

(3) ^ -L A_ _ 1 

Aus diesen beiden Formeln (2) und (3) ergieht sich aber un- 
mittelbar: 

(4) OiS — »iS. 

Hieraus folgt, dass der Punkt a zusammenfallt mit dem Punkt U^, 
das» mithin i Fig. Ii) der I'unkt A zusammenfallen wird mit dem 
Punkt L^. Üie drei Strahlen (a), (ß), (y) werden sich also nach 
erlittener Brechung alle in ein und dcmsvlhoi Punkt wieder ver- 
einigen. Wir ül)ersehen sofort, d:iss dieses Resultat unmittelbar 
ausgedehnt werden kann auf den Fall, dass von dem leuchtenden 
Punkt L nicht drei, sondern beliebig viele Strahlen ausgehen, und 
gelangen daher zu folgendem Satz: 

(6)... IStrahlm, die von irgend einem lenehknden Funkt aus- 
gehen, und auf die brechende Flüche fallen, werden sich nach 
erlittener Brechung sämmtlich in ein und demselben Funl.t 
durchJcreuzen. Zwei solche Punlte, der leuchtende Punkt, von 
dem die Strahlen ausgehen, und derjenige Funkt, in welchem 
sie nach erlittener Brechung sich durchkreuzen, mögen con- 
jugirte Funkte genannt uenlcn. (rcnauer ansgedrücld: Sie 
mögen Funkte genannt werden, die einander co)>j(i</irt sind in 
Bezug auf die hier betrachtden Körper Ä[ und il/j. 

Etwas kürzer kann man zu. diesem Satz in folgender Art ge-. 
laugen: 



Der Duroligaiig des ladites durch eiue einzige brediende Fläche. 15 

Es sei L der gegebene leuchteude Punkt, und 0 das Gentium 
der brechenden Fläche. Man betrachte für den Augenblick die 
Linie LG als die Aiäae der Mache. SammtUche yon L ausgehende 
Strahlen werden sich dann [Satz (10) Seite 7] nach erlittener 
Breohmig in tkum eimigm Ponkte Teran%en, nnd zwar in einem 
Ponkt L^f der anf der Achse, d. i anf der Linie L€ (oder ihrer 
Verlängerimg) Hegt. 

Hieraas folgt, dass der in Bede stehende Satz (5) nicht nur für 
diejenigen Slarahlen gilt, deren Bahnen in einer dnrch L nnd die 
beiden Brennpunkte gelegten Ebene sich befinden, sondern 

dass er gültig ist für sämmtliche yon L ausgebende Strahlen — 
ganz gleichgültig, oh ihre Bahnen in der genannten Ebene liegen, oder 
ob sie unter irgend tvelchen Winkeln gegen diese Ebene geneigt sind. 

Der Satz (ö) handelt yon zwei einander conjugirten Piinkten. 
Wir wollen nun zeigen, dass wenn von zwei solchen Punkten der 
eine gegeben ist, der andere leicht construirt werden kann. Zu 
diesem Zweck denken wir uns 7. 



einschlügt, muss durch den 
Brennpunkt Ji^ hindurchgehen, muss also dargestellt sein durch die 
Linie c(B^. Dass diese Behauptung richtig ist, können wir uns in 
doppelter Weise deutlich machen: 

Enftccdcr dadurch, dass wir uns erinnern an die für die Brenn- 
punkte gegebene Definition [(11) Seite Sj. Jener Definition zufolge 
gelu'ii nihulicli alle mit der Achse parallelen Strahlen mich er- 
littener Brechung durch einen der beiden BreiiTipunkte hindurch. 

Oder dadurch, dass wir den über die Ordinalen eines Strahles 
gefundenen Satz [(IG) Seite 12 1 in Anwendung bringen. Diesem 
Satz zufolge sind die in B und 7', errichteten, bis zum Strahl 
emporragenden Perpendikel zusammengenommen immer ebenso gross 
als das in S errichtete und ebenfalls bis zum Strahl emporreichende 
Perpendikel. In unserm Fall sind die in B und S errichteten 
Perpendikel beide gleich gross. Demnach muss das Perpendikel in 



irgend einen leuchtenden Punkt 
L (Fig. 7) gegeben. Unter den 
Strahlen, welche L aussendet, 
wollen wir denjenigen verfolgen, 
welcher parallel mit der Achse 
fortschreitet, nämlich den Strahl 
La. Der Weg, welchen dieser 
Strahl nach erlittener Brechung 
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Pi gleich NüU sein. D. h. der Strahl miua dvreh grade hin- 
durchgehen. 

Mit gleicher Leichtigkeit kann unter den yon L ausgehenden 
Strahlen deijenige verfolgt weiden, welcher durch den Bnmpunkt 
B geht, also der Strahl LBß (Fig. 7), und nachgewiesen werden, 
dass dieser Strahl nach erlittener Brechung parallel fortschreiten 
mnss mit der Achse. 

Wir beieichnen (Fig. 7) daqeuigen Punkte in welchem sich die 
beiden hier betrachteten Strahlen nach erlittmer Brechung durch« 
kreuzen, mit X|. Durch diesen Punkt werden dann sämnUlüite 
Stoahlen hindurdigehen, die Ton dem leuchtenden Punkt L aus- 
gesendet werden; wie sieh solches aus dem Torhergehenden Sata 
augmbUcIdieh ei^bt. Demnach wird Z| der mit L eoi^i^firte 
Punkt sein* Wir gehoben somit zu folgendem ein&chen Besultat: 
(6) . . . Construirt man (Fig. 7) ein mU der Athse paraUdes md 
durdi die leiden Sremi^ninkte JB, B^ hindurdigdmdee S^rqpet, 
dessen eine DiaffondU in der SeheitMene Uegt^ so werden die 
Eni^nkie der andern Diagonale jedergeit moei einemder eon- 
jugirte Punkte sein, Daibei ist ¥nkr der SdieitMene die- 
jenige TangenHat^ene der hredienden Flädm m verstdien, von 
wddier diesdbe in ihrem Seheitelpunkt 8 herShrt wird; wie 
sdlehes sdum früher in der Eimd^kmg (Seite Ü) festgesetet 
wurde. 

Es seien (F^. 8) und irgend zwei einander conjugirte 

Punkte. Die Abstände dieser Punkte von der Sdteitdebene ox 
sind dargesteUt durch die Linien US und UiS. Andererseits 
sind ihre Abstände von der 
Achse dargestellt durch die 
beiden Linien ÜL und UxL^, 
Zwischen den zuerst genann- 
ten Abständen findet, wie wir 
früher (2) gefunden haben, 
die Relation statt: 



175 




0,5 



1. 



Wir wollen nun zweitens untersuchen, in weh;her Beziehung die 
l:)e](lejj uudern Abstände UL und LJ^L^ zu einander stehen. Zu 
diesem Zweck ziehen wir (Fig. <S ) den Strahl LS. Dieser muss 
nach erlittener Brechung durch den coujugirten Punkt hindurch- 
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gehen. Demnach wird die Linie SL^ diejenige Biehttmg lepräsen- 
tiren, in weldlier dieser Strahl nach erlittener Brechung «ich fort- 
bewegt Folglich wird der ganxe Weg des Strahles dargestellt sein 
durch LS Li, Anf diesen Strahl bringen wir den frfiher in (16) 
Seite 12 gefondenen Ordinatensata in Anwendung. Jenem Sata zu- 
folge mflssen die in den Brennpunkten B und errichteten und 
bis zum Strahl emporreichenden Perpendikel zosammengenomnien 
ebenso gross sein, als ein im Scheitelpunkt erriclitetes und ebenfalls 
bis zum Strahl emporragendes PerpendikeL Für unsem Strahl 
LSLi ist das letztgeaannte Perpendikel aber 0, die beiden erst- 
genannten Perpendikel müssen daher zusammengenommen ebenfalls 
wmm 0 sein; d. h. sie müssen von gleicher Länge und en^gegeitffes^riar 
Lage sein. Somit ergiebt sich (Fig. 8): 

(7a) Ba « -BiIK,. 

Nun ei^ebt sich aus dem Dreieck LüS: • 

Ba _ IIS _ h 
ÜL ~ US ~ £7S» 

und andererseits aus dem Dreieck LiViS: 

Jt«! BjS b, 

iSubstituirt man die Warthe, welche sich aus diesen beiden Rela- 
tionen für Ba und B^a^ ergeben, in der Formel (7a), so er- 
hält man: 

W »w 

Und hiermit habm wir diejenige Belation hingesteUt, um welche 
es sich handelte, nämlich diejenige, welche stattfindet zwischen den 
Abstanden ÜL und UiLi- 

Die Znsammen&ssung der beiden Formeln (7) und (8) führt 
nunmehr zu folgendem Satz: 

(9) . . . Verst^ man unter X, irgend moei conjugirte Pmkte, 
versidii mm femer (Fig. 8) mkr LU, L^U^ die Abstände 
dieaer-Punkte von der Adtee, und unter US, UiS ihre Abstände 
von der Sdieitdebene, so fintkn folgende Formdn statt: 

Hier hezeklmm h, nacJi wie vor die baden Brennweiten 
der hrecitenden Fluciie. 

KvmiiBnB, Haupt- a. BvMittponkte. t. AnJL 2 
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Ist die Lage irgend eines Punktes L gegeben, so werden diese 
Formeln dieneu können, um die Lage des coi^ugirten Punktes I>i 
zu ermitteln. Ist nämlich L gegeben, so werden seine Abstände 
LU und VS ebenfalls gegeb^ sein. Die beiden vorstehenden For- 
meln werden demnach in dies^ Fall benutzt werden können, um 
die zuireli()rigen Werthe von L^Ui und U^S zu berechnen. Mit 
andern Worten: Sie werden benutzt werden können, um die Lage 
des Punktes L^ zu finden. 

£s mögen beliebig viele, etwa 1000 Punkte L gegebm sein, 
welche sämmtlich auf ein und derselben Ebene liegen, und zwar 
auf einer Ebene, die senkrecht zur Achse steht. Die.se Ebene mag 
(Fig. 9) bezeichnet werden mit aß, ErmiUeU sollen werden die 
1000 conjugirten Punkte Lj, 

Zufolge (9) findet für zwei ooigugirte Punkte die Formel statt: 

(10) A j_ _^ 1 

Im Torliegenden Fall sind 1000 Punkte L yorhanden, welche sämmt- 
lich ein und dasselbe US besitasen. Durch Anwendung der Torstehen- 




den Formel wird sich daher bei all diesen Punkten auch für UiS 
ein und derselbe WcrtJi ergeben. D. h. die lOOO conjugirten Punkte 
werden von der Scheitolel^ene 6 t sämmtlicli fjUiclt iceit entfernt 
sein. Es werden demnacli diese Punkte auf einer Ebene liegen, 
die (ebenso, wie die Ebene der Punkte L) senkrecht zur Achse 
steht. Also : 

{11) . . . Sind irgend welche Punlcfe gegeben, die in einer zur AcJtsc 
senhccliten Ebene liegen, so werden sait die amjngir(< n Vunhte 
ebenfalls in einer solchen Ebene befinden. Zwei Ebenen dieser 
Art mögen in Ziüainft conjugirie Ebenen iieiaaen. 
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Zwiaeke» dm Abständen U8 und Üi8, weldie mt/ei sdUke 
Ebenen (Fig. 9) wm SMtäpiiiM hesiUen^ findet die emfadie 
BeBukmg statt: 

WO h und bi wiederum die Brennweiien der breitenden Flädie 
vorstellen. 

Es. seien (Fig. 9) aß und a^ß^ irgend zwei oonjugirlie Ebenen. 
Gegeben sei ausserdem ein anf der Ebene aß befindlicher Punkt L. 
Es handele sich mn die Bestimmung des ißoi^ngurten Pmiktes £|. 

Zufolge des vorhergehenden Satzes mnss sich der gesnd^te 
Pnnkt Li befinden anf der Ebene «ißi. üm nnn aber seine Lage 
* anf dieser Ebene naher bestimmen zu können, mflssen wir uns eF> 
innem an die fttr eonjugirte Punkte gegebene Definition [{b\ Seite 14]. 
Jener Definition snfolge werden alle- von L ausgehenden Licht- 
sfcraUen nach erlittener Brechung hindurchgehen durch Z>,. Lassen 
wir also Ton dem gegebenen Punkt L irgend welchen Lichtstrahl 
ausgehen, und verfolgen wir den Weg dieses Lichtstrahles durch 
die brechende Fläche hindurch, so wird Tier gesuchte Punkt der- 
jenige sein, in weldiem die Ebene a^ß^ von diesem Lichtstrahl ge- 
troffen wird. 

Wio wir sehen, handelt es sich also nur darum, irgend einen 
von L ausgehenden Strahl (gleichgültig welchen) auf seinem Wege 
durch die brechen<le Fläche hindurch genau zu verfolgen. Hierzu 
eignet sich am besten deqenige Strahl, welcher gegen das Centrum 

der brechenden Fläche gerichtet ist, welcher also von L ausgeht in 
der Richtung LC (Fig. 9). Dieser Strahl fällt nämlich senkredit 
auf die brechende Fläche und erleidet daher beim Durchgänge durch 
die Fläche keinerlei Ablenkuruf. Der Weg dieses Strahles wird dem- 
nach dargestellt sein durch eine von L nach C gezogene, und über 
C hinaus verlängerte f/crade Linie. Somit wird der gesuchte Punkt 
//, derjenige sein, in welchem die Ebene a^ß^ von der eben ge- 
nannten geraden Linie getroffen wird. 

Denken wir utis in der Ebene aß beliebig viele, etwa 100 
Punkte L gegeben, und lassen wir von jedem dieser Punkte eine 
Linie auslaufen, welche durch C geht, so erhalten wir 100 Linien, 
von weichen die E))ene «j/ij in ebenso vielen Punkten getroffen 
wird. Und diese 100 Punkte werden also dann dirjeuigen l'unkte 
i>i repriisentiren. welche conjugirt sind mit den gigelx'uen Punkten 
L. Die 100 Punkte L und die 100 conjugirteu Punkte sind 

2» 
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demnach zu einander perspectivisch in Bezug auf das Oentrnm C, 
Somit gelangen wir sä folgendem Satz: 

(12) . . . Ist in irgend uelclier zur Achse senkrechten Ebene ein 
Iclkhiges Pmktsystetn gegeben, ao befindet sicJi das conjugirte 
l'unlclsyskm (hcnfalls in einer zur Achse senkrechten Ebene. 
Ausserdem wer den alsdatm beide Funlitsysteme per spc et i visrh 
zu einander sein in Beeag ouf das Centrum der brechenden 
Fläche. 

W&m wir uns, wie später geboten sein wird, genauer ausdracken 
müssen, so werden zwei Punktsysteme der eben besprochenen Art 
als Systeme zu bezeichnen sein, die zu einander conjugirt sind in 
Bezn<2; auf die gegenwärtig betrachteten Körper M und Mi. Der- 
selbe Zusatz wird aladann natürlich auch zu madieu sein bei ein- 
zelnen Funkten, die einander conjugirt sind. 
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Zweites Oax^itel. 
Der Dnrehgang des Lichtes darck beliebig viele brechende Flächen. 

§ 1. 

Die ooqjngixten Funkte. 

Wir gehen nun über zu dem früher besprochenen aUgemeinen 
Problem (Seite 1). Die anf einander folgenden durchsichtigen Edr- 
per^ aus welchen der su betrachtende Gylinder zusammengesetat ist, 
mdgen (ebenso ine damals) mit M^, M^, M^, , , . M* bezeichnet 
werden. Desgleichen mögen unter s, s^, s^, ,,.8* diejenigen Linien 
' Tcrstanden werden, durch welche der Weg eines den Gylinder durch- 
schreitenden Strahles in jenen Edrpem der Reihe nach dargestellt 
ist Wir denken uns beliebig Tiele, etwa 100 solche Strahlen, so 
daas wir also 100 Linien i, 100 Linien s^, 100 Linien s^, u. s. w., 
endlich 100 Linien s' Tor uns haben. 

Wir wollen annehmen, die 100 Linien s gingen sammtlich aus 
Ton ein und demselben Punkt JL Dxaek Anwendung eines früher 
[(5) Seite 14] gefundenen Satzes folgt dann unmittelbar, dass die 
100 Linien ^ sich in einem einzigen Punkt durchkreuzen werden, 
dass sie sich nämlich durchkreuzen werden in demjen^jen Punkt X^, 
wdcher dem g^ebenen Punkt L oonji:^irt ist in Bezug auf die 
Edrper M und M^, 

Die 100 Linien kennen demnach als Linien angesehen wer- 
den, welche sänmitlich Yon Li ausgehen. Daraus folgt durch 
abermalige Anwendung des genamiten Satzes sofort, dass die 100 
Linien 8^ sich wiederum in einem einzigen Punkt durchkreuzen, und 
zwar in demjenigen Punkt Z^, welcher zu 2^ conjugirt ist in Bezug 
auf die Eöiper Jf, und J^. ^ 

Analoges wird, wie nun leicht zu übersehen ist, gelten Ton den 
100 Linien ^, u. s. w. Analoges wird also schliesslich auch gelten 
von den im letzten Körper M' vorhandenen 100 Linien s\ Nennen 
wir die beiden Linien 8 und s', durch welche der Weg ein und des- 
selben Strahles im ersim und im kUten Körper dargestellt wird, 
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kurzweg den ekUnfenäen und den austretenden StnU, so haben wir 
also £o]^;enden Satz: 

(1) . . . Durchkreuze» sidi die eintretenden Sirahlen aämmüidi 

(entweder unmitteUwr, oder hei gdiiSriger Verlängerung) in 
dnem exnmgen Punkt, so gilt Gleit^ oneft von den auS' 
tretenden Strahlen. 

Zwei sdMu ^mkte, der Kreuswigspunkt der eintreten- 
den Strahlen und der Ereusung^^unkt der austretenden 
Strahlen sollen in Zukunft conjugirte Funkte genannt wer- 
den, oder genauer a/usgedrüdst. Funkle genannt werden, die 
einander eot^ugirt sind in Besug anf die. Körper M und M'. 

Sind demnadi s und twe% nefc sdmmdende, sonst aber 
helid>ig gegAene eintretende Strahlen, und sind femer s' und 
^ die sugdtSrigen austretenden Strahlen, so wird der Sdmtt- 
punht von s und 6 eonjugirt sdn m dem Sdmittpunkt von 
s* und a\ 

Sind L nnd L irgend swei coiyugirte Punkte, so wird jeder 
durch L hindurehgehende eintretende Strahl einen austretenden 
Strahl herrorrufen, welcher durch V geht Oldehea wird mit Be- 
zug auf 'A und A' gelten, falls wir unter A und A* eben&lls zwei 
einander conjugirte Punkte Terstehen. Denken wir uns demnach 
einen eintretende Strahl, welcher gleichzeit^ durch L und A geht, 
so wird durch diesen ein austretender Strahl herrorgeru^m, welcher 
gleichzeitig diuch L' und A' gehi Also: 

(2) . . sind L, L* mm einander eoiifugirte Bmlkte, und sind A, 

A' dtemfäfk einander eoi^ugirte Funkte, so wird der 
durch L und A gehende einblende Strahl einen austretenden 
strahl hervorrufe», weither durch L' und A' geht. 
Von Neuem wollen wir uns beliebig viele eintretende Strahlen 
s denken, und die zugehörigen austretenden Strahlen mit s' be- 
zeichnen. Sind die Strahlen s sämmtlich parallel zur Achse des 
Gylinders, so werden sie als Strahlen angesehen wordt-n können, die 
sich sämmtlich in einem einzigen, imeudlich fernen Punkt durch- 
kreuzen. Zufolge des Satzes (1) werden sich daher in diesem Fall 
die austretenden Strahl(;n s' ebenfalls iü einem einzigen Funkt 
durchkreuzen. Dieser Punkt mag mit F' bezeichnet werden. Denken 
wir uns umgekehrt die Strahlen s' als parallel mit der Achse, so 
' wird sich ein gemeinschaftlicher Ereuzungspunkt fär die Strahlen s 
ergeben. Dieser letztere mag JPheiss' ii Wir nennen die Punkte F 
und F' die Brennpunkte des Ton uns betrachteten Gylinders. Also: 
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(3) . . , IMer dem Brennpunkt F soU derjenige Rmkt ver- 

standen werden, m wdehem die eintretenden Strählen M 
hrewm müssen, falls die austretenden paredM Mur Aäise san 
soUenj und andrerseits unter dem Brennpunkt 1* derjenige, 
in wdekem die austretenden Strodden sidt kreueen uterdenj falls 
die &nMBnden paraüd sur AAse smL 

Biese beiden Rmkte F und F' liegen offenbair tn der 
Ääise; wie solMtes sthon aus der Symmetrie stc& ergi^ 
Wir wollen uns jetzt* ein Punktsjfstem (L) denken, welches aus 
beliebig vielen und beliebig gelegenen Punkten. bestdit Das mit 
(£p) in Bezug auf die Edrper Jf, Jfj conjugirte System mag (£,) 
heissen. Sodann mag das mit {Li) in Bezug auf die Eözper If,, JM^ 
conjugirte System (Lg) gemumt werden, u. s. w. Endlich mag das 
letzte System, zu welchem wir auf diese Weise gelangen, bezeichnet 
werden mit (Z/). 

Wir nehmen an, dass das nrsprOnglich gegebene System (L) 
sich in einer zur Achse senkrechten Ebene befindet. Gleiches wird 
alftdauTi, zufolge eines Mher gefundenen Satzes [(12) Seite 20], auch 
▼on allen übrigen Systemen gelten. Auch wird, zufolge jenes Satzes 
(L) mit (Li) pengKctieiseh sein in Bezug auf das Oentnim der ersten 
brechenden Fläche; femer (L,) mit (£^) per^^eetiviseh in Bezug auf 
das Gentrum der »weiten brechenden Fläche; u. s. w. Daraus folgt 
z. B., dass alle diese Systeme einander ähnUdt sind. Und mit Bflok> 
sieht hierauf ergiebt sich sofort, dass z. B» das erste und letzte 
System, nimlich (L) und (L'), ebenfinlls zu. einander perspectivisch 
sind, und zwar perspectivisch in Bezug auf einen Punkt, der in der 
Achse liegt, dessen Lage sich im Uebrigen aber niidit naher be- 
zeichnen lässt. Also der Satz: 

(4) . . . Befind^ sich von zwei Punktsystemen (L) und (L'), die 

in Bezug auf die Körper M und M' eu einander conjugirt 
sind, das eine in irgend welcher gur Achse seukrecJden Ebene, 
so gUt Gleiches auch von dem andern. Ausserdem toerden in 
diesem Falle beide Systeme zu einander perspectivisch sein 
in Bezug auf irgend welchen in der Achse hrfindlichen Punkt, 
dessen Lage im AjUgemeinen nickt näher heeeidmet werden kamn, 

§ 2. 

Die Breun- und Hauptpunkte. 
Es sei PP' (Fig. 10 s. S. 24) eine beliebige Linie, die parallel 
ist zur Achse. Wir betrachten diese Linie (oder ein Stück derselben) 
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als oinen ciiitretendru Strahl s. Der zugehöripfo nustrciendc Strahl / 
mag (l;ir<i;estellt sein durch die Liiiio J' /'". Jeder parallel mit der 
Achse eiiitreteiide Strahl ruft, wie wir .wissen [(3) Seite 2oJ einen 



Flg. 10. 




anstretenden Strahl herror, der duzeh einen der beiden Brennpunkte 
geht. Dieser Satz läset sich auf die eben genannten Strahlen s imd 
8* mimittelbar anwenden. Vom zufolge wird der Punkt F*, in wel- 
chem die Achse Tom Strahl s' geschnitten wird, der eine Brenn- 
punki sein. 

Wir betrachten andererseits die Linie PP' (oder ein Stück der- 
selben) als emen. austretenden Sirahl ^. Der zugehörige ekiMenäe 
StraM 6 mag dargestellt sein duijoh die Linie FL In ähnlicher 
Weise wie yorhin folgt alsdann, dass der Punkt F, in weldiem 
die Achse von Strahl 6 geschnitten wird, der andere 'Brennpunkt 
sein muss. 

Wir gehen in der hier begonnenen Betrachtung weiter Tor- 
warts. Da unter s und tf zwei eintretende, andererseits unter / 
und 6* die zugehörigen austretenden Strahlen Terstanden wurden, 
so wird [(1) Seite 22] der Schnittpunkt Ton 8 und eot^ugirt sein 
zu dem Schnittpunkt Ton s' und 0'. Es wird also (Fig. 10) der 
Punkt 1 emjugirt sein zum Punkte 

Wir legen durch die Punlcte / und 1* zwei zur Achse senk- 
rechte Ebenen IH und rB\ In der Ebene IH mögen ausser 
dem Punkte I noch irgend welche anderen Punkte «, /S, 9^, ... an- 
genommen werden. Zufol^ des vorhergehenden Satzes (4) werden 
dann die zu 7, a, j5, y, . . . cnvjiufirtcn Punkte ebenfalls in einer 
zur Achse senkFechten Ebene liegen. Und diese Ebene kann, weil 
der zu / conjugirte Punkt /' in der Ebene I'S li^^t, keine andere 
sein als die Ebene I'R' .selber. 

Befinden sich also die Punkte 1, a, ß, y, . . . wie wir voraus- 
setzten , in der Ebene IH, so licp:en die conjugirteu Punkte 
1% a\ ß', y'f-. sämmtlich in der Ebene 7'//'. Auch werden, 
wie sich gleichfalls aus dem Torhergehendeu Satz (4) ergieb^ diese 
Punktsysteme J, »t ßt * » • ^'t ^'r ß't y', ... zu einander 
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pcrtipedwisch sein in Bezug auf irgend einen noch unbekannten in 
der Achse liegcjidcn Punkt. Mit andern Worten: Die Verbindungs- 
linien aa\ ß(^, yy\ . . . werden sich säiiinitlich in einem ein- 
zigen Punkt schneiden, und zwar in einem i'unkt, der auf der Achse 
liegt. Nun ist aber die Linie IV parallel zur Achse. Daraus l'olgt, 
dass der eben genannte Schnittpunkt auf der Achse in unendlicher 
Ferne liegt, dass also jene Verbindungslinien //', ««', ßß', yy,.,, 
• sämmÜidi parallel zur Achse sind. Ist demnach in der Ebene IH 
ein beliebiger Punkt a gegeben, so ist in Betreff des conjugirten 
Punktes u' zweierlei zu bemerken; erstens, dass derselbe in der 
Ebene TH* liegt, und zweitens, dass die Yerbindungslinie an 
parallel zur Achse ist. Wir kommen somit zn folgendem Resultat: 
(5) . . . E8 ea^stimm Mwei mtr Adue mihiredäe Ebenen, wMe vm 
jedtßeäer mit der JjiAse parallel gezogenen Linie in snoei etn- 
ander conjugkten PMnAfe» gesctmOten werden* Diese beiden 
Ebenen seilen in Zukmß die Haupiebenen genannt werden. 
Zugleich mögen diejenigen Punkte dieser Ebenen, uMte in der 
Achse liegen, die Hauptpunkte heissen. 

Sind S, E' die Hauptpmkle und F" die Brennpunkte^ 
so mijgen die Entfernungen 

die beiden Brennweiten genannt werden* 
Aus den Betraohtongen, durch welclie wir hier zu den Brenn- 
und *Bb.uptpunkten gelangt sind, dürfte noch Folgendes herror- 
znheben sein: 

Ist 8 irgend ein parallel zur Achse eintretender, und s* der 
zugehörige austretende Strahl, so wird s' die Achse in dem Sren»' 
punkt JT durchschneiden. Fallt man femer von dem Schnittpunkt, 
den s und s* (bei gehöriger Verlängerung) geben, ein Perpendikel 
auf die Achse, so wird der Fusspunkt dieses Perpendikels der Haupt- 
punkt H' sein. Aehnliches würde zu bemerken sein in Betreff der 
Punkte F und H. 

Wie man die in Bicde stehoidai Fundamentalpunkte F, F*, J7, H' 
in jedem gegebenen Fall experimentell zu ermitteln im Stsnde ist, 
werden wir spiter zeigen. YorlSufig wollen wir diese Funkte als 
bereits bäuinnt Yoraussetzen, und zeigen, wie ach die gegenseit^^ 
. Beziehung zwischen irgend zwei conjugirten Punkten und ebenso 
auch die gegenseitige Beziehung zwischen dem ein- und at/5treten- 
den Strahl bei Zugrundelegung jener vier Fundamentalpunkte in 
überraschend ein£EMdier Weise darstellen iSsst 
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Ueber die gegenmitige Bwiehnng swiMliMk swei einander oon- 
Jnglrten Fonkten. Geometrisolie Darstellung dieser Besielnuig, 
unter Anwendnog der Haupt- und Brennpunkte. 

Der erste und letzte Körper in dem von uns betrachteten 
Cylindcr waren bezeichnet wordcji mit ]\I und 31'. Wir wollen uns 
die Achse des ('ylinders nach boidini Seiten ins l'Uendliclie ver- 
längert denken. Von den beiden unendlich lernen Punkten, vm denen 
wir hierdurch gelangen, mag derjenige, welcher mit J\l aut derselben 
Seite liegt, durch il, andererseits derjenige, welcher mit 31' auf 
gleicher Seite liegt, durch Sl' bezeichnet werden. 

Denken wir uns beliebig viele eintretende Strahlen, die säramt- 
lich parallel zur Achse sind, so durchkreuzen sich die conjugirten 
austretenden Strahlen im Brennpunkte F' [(3) Seite 23]. Ein- 
tretende Strahlen der eben genannten Art kdnnen aber als Strahlen 
angeseheiL werden, die aicli (bei gehöriger Yerj^ngerung) in dem 
nnendlich fernen Ptankt Sl dnrehkreuM. Ist also Sl der Dnrelir 
krensungspunkt fQr irgeudT welche eintretenden Strahlen, so wird, 
können wir sagen, F* der Durehkrenzungspunkt f&r die zugehörigen 
austretende Strahlen sein. Kürzer ausgedrfickt: Die beiden Punkte 
St und sind conjiußrtß Ponkte. Ebenso ergiebt sieh andererseits, 
dass F und Sl' gleichfalls canjuc/irte Ponkte sind. 

Wir wollen uns die Brennpunkte Ff F' und ebenso aueh die 
Hauptpunkte H, B! gegeben denken. Sind (Fig. 11) d und 9r* 
zwei Ponkte, in welchen die beiden Hauptebenen von ii^nd einer 
Linie geschnitten werden, die parallel läuft zor Achse, so sind 
und ^' zwei einander co^jugirte Ponkte, wie sich solches aas der 
Definition der Hauptebenen [(5) Seite 25] unmittelbar ergiebt. 
Ausserdem sind, wie vorhin bemerkt wurde, H und F* eben&lls 
conjugirte Ponkte. Wir haben also zwei Paare co^jugirter Punkte; 
nämlich 

erstens: ^ und d-', 
zweitens: SL ond f. 

J 

Denken wir uns daher einen eintretenden Strahl t welcher duridi 
die beide Ponkte Ä, geht, so Avird [Satz (2) Seite 22] der zu- 
gehörige austretende StraM durch die Punkte " gehen. Mit 
andern Worten: Betrachten wir (Fig. 11) die Linie oder ^d"' 



i^iyui^ud by Google 



Der Durchgaog des Lichtes daroh beliebig viele breobende Flächen. 27 



als eiiieu eiutroteiidon Strahl, so wird der zugehörige austretende 
Strahl dargestellt sein durch die Linie %^F'. 

Construiren wir femer auf den Hauptebenen irgend zwei ein- 
ander conjugirte Punkte t und t', und beachten wir, dass F und 
Sl' gleichfalls zwei einander conjugirte Punkte sind, so wird sich iu 
ganz* ähnlicher Weise ergeben, dass der eintretende Strahl Fx einen 
austretenden Strahl hervorrufen muss, welcher durch die Linie 
xSil oder (was auf dasselbe hinauskommt) durch die Linie xz dar- 
geatellt ist. 

ng. 11. 




Wir können somit die Linien /.•O*, L% als eintri tciido iStrahlen, 
und die Linien 0^'/»', x'L' als die zugehörigen austretenden Strahlen 
ansehen. Hieraus aber folgt sofort [vergl. Satz (1) Seite 22], das« 
die Punkte Jj und // conjugirte Punkte sind. 

(1) . . . Sind also die BrennpicnJctc F, F' und die HauptjmnJcte 
Mf H' bekannt, so kann für jedm heliebiy gegebenen Funkt 
L der conjugirte Funkt L' erhcUten werden mü Hülfe des in 
Fig, 11 angcgAmm Trapeaes. 

Diese einÜBushe geometrische Beziehung zvrischeu L und V lasst 
sich leicht in die Analysis ühersetcen, und fOhrt dann su Formeln, 
welche nicht minder ein&ch sind. 

Wir bezeichnen die Abstände, welche der Punkt L (Fig. 11) 
Ton der einen Hauptebene und Ton der Achse bat, mit u und v, 
femer die Abstände, welche // von der andern Hauptebene und von 
der Achse hat, mit u nnd v, und endlich die Brennweiten mit f 
und f: 
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Aus dem Dreieck L9x folgt HF:d-L =^ tH:t9f oder (was 
dasselbe ist) /': m = v': (t? + v), oder endlich: 

(2) ^ = . 

In gleidier Weise ergiebt sich aus dem Dreieck L'&'x: 

w = 

^ ^ U V -f- V 

Aus diesen beiden Belationen folgt durch Addition sofort: 

(4) 

Multiplicirt man ferner die Relation (2) mit t>, die Belation (I?) mit 
v\ so werden die ree^Uen Seiten beider Relationen unter einander 
identisch. Gleiches muss daher alsdann auch gelten von ihr^ Utdcen 
Seiten. Somit folgt: 

(6) fl-ri- 

Die so erhaltenen Formeln (-IX (r>) drücken die Beziehung aus, 
welche zwischen den beiden Punkten Jj und L' statilindct •, sif? 
setzen uns nämlich, falls die Coordinateu «, /; des einen Punktes 
gegeben sind, in den Stand, die Goordinaten u', v des andern 
Punktes zu finden. 

Obwohl weitere Formeln also überflüssig sind, so wird os trotz- 
dem zweckmässig sein, noch auf eine dritte Formel autnicrksum zu 
machen, die sich (^xMifalls aus den Ivrlationen (2\ (o) ergiebt, und 
die ausgezeichnet ist durch ihre Einfachheit. Wir können die Re- 
lation (2) auch so schreiben: 

tf V v 

7 

oder, wenn wir auf beiden Seiten 1 abziehen, auch so: 

f ^v' 

In gleicher Weise lasst sich die Relation (3) in die Form Terse^u: 

—f 

Multiplicirt man non beide Relationen mit einander, so folgt: 

— 

oder, was dasselbe ist: 

(6) (»-f)i»'-n'-'ff- 
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Wir kommen somit^ weim wir ASes ziuammeiifiuBseii, za fulgeudem 
Resultat: 

(7) . . . Sind ff f die beiden BremweUen, md L, L' gwei €mi- 
ander cor^jugirie Punktef ao fhidm ewisdim den Abstanden 
Uf V des I^tnktes L und swisdien den Abständen u\ v des 
Rmktes V fdtgende Beziämngen statt: 

u — f Vi_ 

n. 



i. 



f 



V 



m. {u-f){u-f)^ff. 

Hier sind v und v die Abstände der Punkte von der 
Achsr; ferner u und n ihre Abstände von der einen und 
dei- andern Haiiptebene (Fig, 11), 



§ 4. 

Fortsetsang. Anwendung der sogenannten Knotenpunkte. 

Noch von eiaer andern Seite her lasst sich die Beziehung, 
welche zwischen zwei coujugirteu Punkten X, L' stattfindet, in 
fibersichtiicher Weise auffinssen. Zu dieser neuen Auffassung werden 
wir dadurch gelangen, dass wir an Stelle der beiden Hauptpunkte 
Hf H' zwei andere, ebenfalls feste Punkte %, % einführen. Es sind 
dies, wie sogleich bemerkt werden mag, diejenige Punkte, welche 
man die Knotenpunl'te zu nennen pflegt. 

An Stelle des Hauptpunktes Jf, welcher vom Brennpunkt F die 
Entfernung f hat^ mag (F^. 12, S.30) ein Punkt n eingeführt werden, 
welolior von jenem Brennpunkt irgend eine andere Entfernung q> 
besitzt. Gleichzeitig mag an Stelle des Hauptpunktes ITj der von 
J?" den Abstand f besitzt, ebenfalls ein anderer Punkt tc eingeführt 
werden, der von F' die Entfernung q> hat. Dabei sollen tp und tp' 
zwei willkürUche Coustanten sein, über welche zweckmässig zu dis* 
poniren wir luis noch vorbehalten. 

Bisher haben wir die Lage von irgend zwei conjugirten Punkten 
L, L' immer auf die Hauptjmnhte H, W bezogen. Sind nämlich 
A. A' die Projectiouspunkte von L, If auf die Achse, s j verstanden 
wir unter f(, ?<' die Entfernung dieser Projectionspuukte von deu 
Haupt \>\n\\dM\\. Gegenwärtig wollen wir an Stelle der i/«//j</pimkte 
die neuen Puukte sr, n einführen, an iStelle der Entfernungen ti, u 



so 
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also dicgenigen ernftthren^ welche die F^ojectionApiiiikte A, X Ton 
neuen Fluikien se, beflitzoL Diese neuen Entfernungen m^en 
bezeiehnet werden mit 9, m, 

Vlg. u. 



3L 



Nach der alten Bezeichnung ist die Länge der Linie A ¥ gleich 
Afl' — /■ d. i« gleich i< - /j nach der neuen iat sie gleich X% — 9 
d. i gleich m — 9. Somit ergiebt sich: 

tt — c» — 9. 

Und ebenso erhalt man: 

w — / =0 — ^> . 

Substituirt man diese Werthe von n — u — /' in den Formeln 
(7), so ej^ebt sich: 



C9 — qp 



5^' 



Hierans folgt sofort: 



mm * 

o — y I» 



m 



oder, was dasselbe ist: 
(8) • 



V ' 

/"f + qp»' 



(SO 

V vv • 

m f V -j- (p V 



Bis zu diesem Augenblick ist die La^j^e der neuen IHmkte % 
völlig der Willkür überlassen gewesen; denn g>, ip' waren willkür- 
lich gewählte Coiistanten. Gegenwärtig mag über dieselben dis- 
pouirt; und gesetzt werden: 
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Die Formeln (8) nehmen dann folgendes Aussehen an: 

dB fo '-{- f v' 



und zeigen also, daBs in diesem Fall 

m -. l-i^ 

ist Diese Gleiclrang (10) lasst sich so darstellen: 

In l'n 

oder auch so: 

A;r : XL = k'n.' : l'L'. 

« 

Sie zeigt demnach (Fig. 12), dass die Linie Lm paraUel ist zor 
Lixiie L'» '. 

Da wir g> = /" gemacht haben, so ist jt'F' = HF. Die Punkte 
X und H liegen also (Fig. 12) symmetrisch in Bezug auf die beiden 
Brennpunkte. Und ebenso ei^ebt sich, weil mr (p = f gemacht 
haben, dass die Piniktt tt und R' eben&lls symmetrisch li^en zu 
den Brennpunkten. Also der Sats: 

(11) . . . Verstellt man unter n, % mm mf der AiAse befindUehe 

feste Punläe, nnd ewar unter tc denjenigm, welcher mm 
Hauptpunkt W symmetrisch liegt in Bezug imf die JBrenn- 
punktCf andrerseits unter x denjenigen, welclier in Bezug auf 
die Brennpunkte symmetriscJi liegt zum Hauptpunkt jff, und 
versteht man endlich unter L, L' irgend zwei einander con- 
jvgirte Funlie, so wird die Verbindungslinie L% jedereeit 
parallel sein zur Verhindtingslinic L'it . 

Die hier bezeichneten festen Funkte x, % »enn< man dk 
beiden Knotenpunkte, 

§ ^. 

Ueber die Besiehuiig awisohen dem eintretenden nnd austretenden 

Strahl. 

Es sei (Fig. 13 s. S. 32) irgend eine Parallellinie zur Achse. 
Die beiden Punkte & und in welchen die Hauptebenen von 
dieser Linie getrolfen werden, sind dann conjugirte Punkte [(5), 
Seite 2n]. Ferner mögen A und X' irgend zwei auf der Achse lie- 
gende Punkte sein, die ebenfalls einander coiyugirt sind. 
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Betrachtet man unter so bewandien Umstanden die Linie 19- 
als eintretenden Strahl^ so wird der zugehörige austretende Strahl 
dargestellt sein durch die Linie d^X' [Satz (2), Seite 22]. 



Fig. 13. 




Bmiefanugm: VB^f^ F'H'mmf. 



Wir erriofaten auf der Achse in den Haupt-, und Brennpunkten 
vier Perpendikel, welche theils bis zmn eintretenden Strshl k^^ 
andemtiieils bis zum austretenden Strahl d-'X' emporreichen, und 
wollen nun die Beziehungen untersuchen, welche zwischen diesen 
Perpendikeln stattfinden. Dieselben mögen für die IBbuptpunkte mit 
y'j für die Brennpunkte mit Zy z bezeichnet werden. 

Für irgend zwei einander conjugirte Punkte gilt, was ihre Ab- 
stände von den Hauptebenen anbelangt, die [in (7) Seite 29 ange- 
gebene] Formel: 

^ + 4-1. 



Wenden wir diese Formel auf die Punkte il, au, so erhalten wir: 

XH ^ l'H' 



1. 



Fagen wir zu dieser Gleichung die (sich yon selber yerstehende) 
Gleichung 

XU l'R' ^ 

hinzu, und subtrahiren wir sodann beide Gleichungen von einander 
so ergiebt sich: 



oder, was dasselbe ist: 
(1) 



Nun ist, wie sicli (Fig. 1.3) durch Aehnlichkeit gewisser Dreiecke 
augenblicklich erkennen lässt: 
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und YiV^'if' 
Snbrtitmrt man diese Werthe in (1), so eiiiSlt man 

(2) f + ^-i' 

oder, wenn man mit y mnlttplicirt, imd sogleich beaditet, dass 
ist: 

(3) z-\- ^ V = y- 

Wir gelangen demnach zu folgendem einfachen Resultat: 

(4) , . . Versteht man unter s iiye>ul ivclchen eintretenden Strahl^ 

unter s den zugehörujen austretenden Strahl, unter ff, H' und 
F, die Haupt- und Brennpimlie, und bezeichnet man die 
in H und F auf der Achse errichteten, bis zum StraJd s 
eniporreichenden Perjmidikel mit y und andererseits die in 
H' und F' auf der Achse (rrichleten, bis sunt Strahl s enipar- 
reithenden l^er^endikel mit y und z\ so werden durch 

die einfachen Bmäimgm dargestelU, wMe gwichen diesen 
vier JPerpemUkdn staUfmdeiL 

§6. 

Coaätruction des Bildes für einen gegebenen leuchtenden 

Gegenstand. 

Unter den durchsichtigen Körpern, aus welchen der von uns 
betrachtete Cylinder zusammengesetzt ist^ haben wir den erst&i mit 

Mf den leisten mit 3F bezeichnet. 

Im Innern des Körpers J\I befinde sich irgend ein leuchtender 
Punkt L. Die von diesem Punkt ausgehenden Strahlen werden sich, 
nachdem sie den Cylinder seiner ganzen Länge nach durchlaufen 
haben, sämmtlich in ein und demselben l'unkt durchkreuzen, näm- 
lich in demjenigen Punkt L', welcher zu L conjugirt ist. Sie werden 
sich also, nachdem sie den Cylinder durchlaufen haben, so verhalten, 
als wären sie nicht von L, sondern von L' ausgegangen. Gelangen 
daher diese Strahlen in unser Auge, so werden wir nicht den Punkt 
Lf sondern den Punkt // wahrzunehmen glauben. Der Punkt // 
ist somit dasjenige Bild, welches uns in Folge der stattgehabten 
Lichtbrechungen an Stelle des gegebenen Punktes L entgegentritt. 
Demnach wird L' kurzweg das Bild von L genannt. 

HaumaBD, H&upt- n, Brannpamkia. S: Aufl. 8 
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Wir wollen uns nnn im hinnrn des Körpers M einen aus be- 
liebii^ vielen, etwa aus KHK) Punkten zusainmengesetzten leuchten- 
den (Jei!;enstand denken, dabei aber voraussetzen, dass jene einzelnen 
Punkte, aus welchen der Gegenstand l)e.steht., säramtlich in ein und 
derselben Ebene liegen, und zwar in einer Ebene l!^, welche senk- 
recht steht zur Achse unseres (Zylinders. Bezeichnen wir jene 
lOOo Punkte mit cc, ß, y, . . . und die ihnen conjuijirtcn Punkte mit 
ß', so wird u das Bild von «, ß' das von ß, y das Bild 

von y sein, u. s. w. Das Bild des ganzen Gegenstandes («, ß, y, . . . .) 
wir demnach dargestellt sein durch das Punktsystem (a', ß\ y, • . . .) 

Es handelt sich darum, dass Bild («', ß', y\ . . . .) zu con- 
struiren, wenn der Gegenstand («, ß, y, . . . .) gcgclton ist. D.abei 
wollen wir die Haupt- und Brennpunkte als (/((fchen betfachten, und 
nun kurz die einfachsten Methoden angeben, welche zu dieser Con- 
struction dienen können. 

Da sich das Punktsystem («, ß, y, . . . .) nach unserer Annahme 
in einer zur Achse senkrechten Ebene E behndet, so gilt Gleiches 
auch von dem Punktsystem («', ß\ y . . . wie aus einem früher 
gefundenen Satz [Satz (4) Seite 23 1 unmittelbar hervorgeht. Auch 
werden, zufolge desselben Satzes, beide Punktsysteme zu einander pcr- 
s}}€ctivisch sein m Bezug auf irgend welchen nocli unbekannten in der 
Achse liegenden Punkt k. Die Verbindungslinien aa, ßß', yy',.. . . 
gehen daher sämmtlich durch jenen unbekannten Punkt /.• hindurch. 

Um nun die Punkte «', y\ . . . . wirklich zu finden, muss 
man zimächst einen Yon ihnen, z. B. den Punkt a' coustruiren. 
SolclieB kann, da wir die Haupt- und Brennpunkte als bekannt vor- 
aussetzen, in sehr bequemer Weise bewerkstelligt werden mit Hülfe 
des früher (Seite 27) besprochenen Trapezes. 

Ist aber a gefondeu, so ist damit auch diejenige Ebene W be- 
stimmt, in wel^r äSbiiimßiSie Punkte a\ ß', liegen. Denn 
diese Ebene wird erhalten werden, wenn wir durch o' eme £bwe 
legen, die senkrecht zur Achse steht. Zugleich aber ist durch die 
Anfifindmig von « auch der Torhin genannte unbekannte Punkt k 
bestimmt. Denn diesor Punkt ist derjenige, in wdchem die Linie 
€t« vdA die Achse einander schneiden. 

Ziehen wir also schliesslich Ton den Punkten a, ß^y,,,*, Linien 
nach Itf und Terlangem wir diese Linien, bis sie die Ebene E* 
schneiden, so werden die so erhaltenen Schnittpunkte identisch sein 
mit den gesuchten Punkten t/, ß^, y, , , , . 

Wir sehen aus dieser Construction, dass Gegenstand und Bild 



Digitized by Google 



Der Durchgang des Lichtes durch beliebig viele brechende Flächen. 35 

einander Tollkommen almUA sind, dass sie namlieh jperspec^ucft zn 
einander sind in Bezug auf den Punkt lt\ und wir sehen ferner, 
dass sie TOn entgegemgeseUUr oder gleiehar Lage sein werden, jenach- 
dem der eben genannte Punkt k gwisehen Gegenstand und Bild oder 
ausserluUb dieses Raumes liegt. 



§ 7. 

Ueber die beiden Brennweiten. 

Zwischen den beiden Brennweiten des von uns betrachteten 
Cylinders lindet eine überraschend einfache lieziehung statt, eine 
Heziehuug, aus welcher z. B. hervorgehen wird, dass beido Hrenn- 
weiten einander gleich sein müssen, sobald der erste und letzte 
Körper, nämlich ]\f und M', aus ein und derselOeu Substanz besteheu. 

Um näher hierauf 
einzugehen, müssen .Y 
wir uns erinnern an 
unsere frühereu Un- 
tersuchungen über 
eine einzige brechende 
Fmche. Sind M, 
die Edrper zu beiden 



IIb. 14. 
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Jiesoicbnuiig: 08 = 8. 



sind ferner b, b^ 
die Brennweiten der 
Fläche^ und sind end- 
lich Lf Z, zwei in 
Bezug auf M, ein- 
ander Gonjugirte Punkte (Fig. 14), so finden, wie wir damals [in 
(9) Seite 17 J gefunden haben, zwischen den Lagen von L und 1^ 
folgende Belationen statt: 

6 . 6i . \UL 



(1) 



I "1 ^1 h"'"—b 



Wir f&hren ein reditwinkliges Ooordinatenaystem {x, ij) ein, 
dessen An&Dgspunkt 0 irgendwo auf der Adise li^, und dessen 
jß- Achse mit jener Achse zusammenfiüli. Bezeichnen wir die Goor- 
dinaten Ton L mit x, die von mit x^^ endlich die liLnge 
der Linie 08 mit 8 selber, so ist: 
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Somit Terwandeln sich die Formelii (1) in: 

W s — x 4? — «i ^' Ä — X 5 — «a* 

Sind um ferner |, die (Koordinaten irgend eines nenen 
Punktes Jf und ij^ die Coordinaten des ilim coigngirten Punktes 
Jf, so werden analoge Formeln gelten, nSmlidi folgende: 

Wenn man die Yier Formeln in (2) und (3) mit einander com- 
binirt, und zwar die beiden Formeln links snbtrahirt, andrerseite 
die beiden Formeln rechte mnltipUcirt^ so erhält man: 

W — (isr-«.)(S-:{»)» (5_4f)(fl-S) v5-«r)(S-{l)" 

Dividirt mau diese beiden letzten Formeiii durch einander, so er- 
giebt sieh: 

w T^-l^- 

Die Constanten d| sind die Brennweiten der hier betrach- 
teten brechenden Flache, und haben daher, wenn wir den Badins 
dieser Fläche mit a und die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten des 
Lichtes in den Körpern 3f, Mg mit m, bezeichnmi, folgende 
Werthe [(8) Seite 6]: 



r urn 

• m — m. 



m — »ij 
am 

Hieraus folgt bm oder, wa^s dasselbe ist: 

Somit können in der Gleichung (5) die Gonstanten b und 6^ eia&izi 
werden durch ^ und — • Hierdurch ergiebt sich: 

._ yn ^ yi^i 

^ •»(« — {) m,(«, —4,)* 

Sind also, kininen wir sagen, ;// und iii^ die Lichtgeschwindigkeiten 
in den an einander grenzenden Körpern M \uu\ ^f^, sind ferner 
X, y und o;,, zwei in Bezug auf diese Körper einander coiijugirte 
Punkte, und sind endlich ^, ii und r/, zwei andre solche l'unkte, 
SO wird jederzeit die Formel (6) stattfinden. 

Eime mü (6) vollkommen analoge Formel wird natürlicJi statt- 
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fimäm fSr je 0wei auf ekumder folgende Körper des wm ms heirad^ 
taten Cylinders. 

Eb seien y und n zwei beliebig gegebene Punkte; die zu 
diesen in Bezug auf die Körper Jf nnd ilf^ conjugirten Punkte mögen 
(ebenso wie bisber) bezeichnet werden mit nnd l^, i},; die 

zn diesen letztem in Bezog auf die Körper nnd Jlf, conjngirten 
Punkte mögen genannt werden x^t Vt Ii» sodann m^^ die 
zn diesen letztem in Bezog anf die Körper Jl^ nnd ooigngirten 
Punkte bezeichnet werden mit x^, y^ nnd 1,, In solcher Weise 
gehen wir in nnserm Gylinder von Körper zn Körper weiter und 
weiter Torwarts nnd gelangen schliesslidi zum feAsfen Körper, zum 
Körper M\ Diejenigen Punkte, mit welchen unsere beiden von 
X, y nnd %, n ausgehenden Punktketten in diesem Augenblick enden, 
mögen bezeichnet werden mit V, y nnd if. Zwischen diesen 
sämmtlichien Punkten werden nch Formeln au&tellen lassen, die. 
mit (6) analog sind, und zwar ebenso Tiel Formeln, sls brechende 
Flächen in unserm Gylinder vorhanden sind. Wir können, wie 
leidit zu flbersehen ist, diese ganze Reihe von Fomieln in folgen- 
der Weise zusammen&ssen: 



«(«-Ö SH(«i-S,) «^(a^-fe.) '* »'(»'-r)* 

Hier sollen m, ffi|, m^, . . . . m' der Beihe nadt die Lichtgeschwindig- 
keiten fbr die Körper Mi, Jtf«, . . . . Jf ' Torstellen. Wir er- 
halten somit, wenn wir in (7) nur das eiste nnd letzte Glied ins 
Augen &ssen: 

m {X — ^) in' {X — r) ' 
und gelangen daher zu folgendem merkwürdigen Satz: 
(9) . • . Sind bei dem betrachteten CyUnder m und m die Fort- 
pflanzmnjsye.'iclnvindiglieiten des Lichtes im ersten Körper M 
und im letzten Körper M\ sind ferner x, y und x, y 
irgend zwei in 'Bezug auf 31 und M' einander conjugirtc 
Punkte, umi sind endlich iE,, /; und ■>{ irgend zivci andere 
solche Funkte, so wird jedereeit die Gleichtmg atattfinden: 

yy ^ yV 

m (x — I) m (x' — I') 

Das hier jsu Grunde gelegte Coordinatensystem besitzt eine 
x-Aehse, welcJte zusammenfällt mit der Achse des Cylinders, 
ist im Uebrigcn aber willkürlich, diso wWkürlich in Bezug 
anf die Lage seines Ajirfang^unktes. 
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Wir wollen diesen Säte in Anwendung bringen anf einen ge- 
wissen spedellen Fall, nämlich auf den Fall, dass die Punkte |, i| 
und 1}' in den beiden Hauptebenen liegen. Die Haupiebenen 
werden yon jeder zur Acbse parallelen Linie in zwei einander con- 
jugirten Punkten geschnitten [Satz (5) Seite 25]. Demnach wird 
(Fig. 15) der Punkt 9' eonjugirt sein dem Punkt Wir können 



Fig. 15. 



4 
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I 

I 



0 



V jr^ 



BM«leluiiaiig«B: OR^^B^ OB'b^B' and OF«bF, OF't^F\ atdlieh: B^m^J. 

somit in dor Foniiol ({)) für tj) den Punkt 9, und für {g, 
den Punkt -O* nehmen. Alsdanu wird: 

wo H, H\ die Abstilnde der beiden Hauptpunkte Tom Anfangs- 
punkt 0 yorstellen, und wo ^ die Entfernung der Linie 99^' von 
der Achse bedeutet Durch Einsetzung dieser specialen Warthe 
Terwandelt sich die Formel (9) in: 



m (x - 

oder, was dasselbe ist, in: 
(11) 







y 



tL = 

m{H—x) m iH' — x) 

Bevor wir weitergehen, und diese Formol für unsere (!i*:^entlichou 
Zwecke verwenden, müssen wir uns an diejenigen Ergebnisse er- 
innern, zu welchen wir bereits früher in Betreft" des hier betrach- 
teten Cylinders gelangt sind. 

Bezeichnen L und // irgend zwei in Bezug auf ilf und M' 
einander conjugirte Punkte, und sind U und Ii' die Projectionen 
dieser Punkte auf die Achse (Fig. 15), so wird [Formel (7) II., 
Seite 29] jederzeit folgende Eelatiou statthiiden: 
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a2\ fEk^flÜL 

WO f und f die beiden Brennweiten des Cylinders sind. Wiederum 
woUen wir das schon Torhin benutste GoordinBtensystem (x, y), 
[Fig. 15], anwenden. Die Goordinaften Ton L seien die yon 
L* seien a^, ^\ ferner mögen F die Entfernungen der beiden 
Brennpunkte vom An&ngspmikt sein; nnd endlich m5gen, ebenso 
wie vorhin, B! diqenigen Entfemnngen sein, welche die Haupt- 
punkte vom AnfEuigspunkt haben. Alsdum wird: 

fr^H^F, f=r — u\ 
UH=H — x, ITH' = x -- H\ 
VL = VL' = - y. 

Hierdurch geht die Formel (12) über in: 

C*^) R-x Ä'-a/ • 

Für irgeud zwei einander conjugirte l'unkte {x, y) und (a', y ) 
wird nun gleichzeitig sowohl die Formel (11) als auch die Formel 

(13) gelten. Dividirt mau beide Formeln durch einander, so ergiebt 
sich schliesslich folgende dritte Formel: 

d. 1.: 

(14) w(i/ ~ F) + m\H'— F) = 0. 

Die Oonstanten m und m reprasentiren die Fortpflanzungis^gesGhwin- 
digkeiten des Lichtes in den Eörpezn M xmd Hf, und sind folglidi 
jederzeit positiv. Somit ergiebt sidi aus der Torstehenden Formel, 
dass YOn den beiden Differenzen 

H—F und H'—r 

jederzeit die eine positiv, die andere negativ sein muss. Bezeichnet 
man, wie früher, die beiden Brennweiten des betrachteten Cylinders 
mit f und so ist H — F = -\-_ f, andrerseits W — i*" = -j- f. 
Somit verwandelt sich die Formel (14) in: 

oder, weil m, m', f, f ihrer Bedeutung aufolge lauter positive 
ChrOssen sind, in: 

(15) w'f — 0. 

Wir gelaugeu demnach zu folgendem Säte: 
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(16) . . . Sind mwadm'äk OesdummUs^Beiim des LidtUs in den- 
jenigen beiden SSrpem, vMie den Anfang wnd das Ende des 
CkfUnders bilden, so findet ewisdten den beiden Srennweiien f 
und f des OyUnders jederßeU die SelaHon staU: 



Demnach uerden beide Brennweiten einander gleich 
sein, sobald m = m ist, also e. B. in dem Fall, dass der 
erste und letzte Körper ans ein und demselben Stoff Imtehen, 



gerade in der MHIe zwischen beiden Hauptpunkten sich befindet. 

Kbcuso crgiebt sicli andrerseits, dass ^ — die ar-Ooordinate eines 

Punktes vorstellt, der mitten zwischen den beiden Brennpunkten 
liegt. Die vorstehende Gleichung zeigt demnach, dass die 

beiden genannten mittleren Punkte mit einander zusammenfallen. 
Also der Satz: 

(18) . . . Best (hm der erste und letzte Körper des Cylinders aus ein 
und demselben Stoff) so uerden die Hauptpunkte jederzeit 
symmetrisch liegen zu den Brennpunkten. Die früher fin (11) 
Seite 31] erwähnten Knotenpunkte werden daher m diesem Fall 
identisch sein mit den Hauptpunkten, 
Bestehen der erste und letzte Körper aus ein und demselben 
Stoff, so sind, wie soeben bemerkt wurde, die Hauptpunkte symme- 
trisch zu den Brennpunkten. Demnach werden also in diesem Pall 
entweder beide Hauptpunkte zwischen den Brennpunkten, oder um- 
gekehrt beide Brennpunkte zwischen den Hauptpunkten liegen. Im 
Ganzen werden also, wenn wir die Brennpunkte F, F' als gegeben 
betraehten, vier verschiedene Lagen der Hauptpunkte M, H' mög- 
lich sein, nämlich folgende: 




(17) H'\-H''^F-\-r, 




1) 
2) 

3) H 

4) E' 



F 
F 



m m Et • « • • Jjf ■ -* * • Jlf^ 
m • H. • • • • H • • • • JP 



. . F 
.. F 



F' 

F' 



H. 
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Noch gröster wird luitflrlich die Annihl der mogUdieii Anordnui^en 
dann sein, wenn wir die liier gemachte Voraussetzung m m' fieillen 
- lassen, und einen Oylinder betrachten, in welchem der erste und 
letzte Körper ans versdtiecknen Stoffen bestehen. 



§8. 

Uelnnr die ezperlmenteUe Besttitimiing dw ^vpi- und 

Biennpnnkte. 

Sind L nnd L' irgend zwei einander conjugirte Punkte, und 
ü, V ihre Projectionen auf die Achse (Fig. 15), so gelten, wie wir 
froher [in (7) II, Seite 29] geftmden haben, folgende Relation^: 

US~^ U'H' *' 



(1) 



t II TT 



Legen wir wiedemm ein rechtwinkliges Coordinatensjstem zn 
Grande, dessen x-Achse zosammenfallt mit der Achse des Cylinders, 
und bezeichnen wir die Goordinaten Yon L nnd V mit y nnd 
x'f y\ so wird: 

UH~^ff— X, ITH' = a;' — fi*, 
UL^y, U'V^-y', 

wo F, F', 1I\ H' die Abstände der Brenn- und Hauptpunkte vom 
Anfangspunkt Torstellen. Hierdurch yerwandelu sich jene Formeln 
(1) in: 

H — F ^—J'_!_ 1 



(2) 



\ iH-F)y (H'-r)y ^ 



Bestimmt man nun in experimenteller Weise für irgend einen 
beliebig gewählten Punkt {x, y) den conjugirten Punkt (x, y'), 
und bestimmt man sodann für irgend einen andern Punkt (|, ?;) 
ebenfalls den conjugirten Punkt (|', »;'), so werden die Formeln 
(2) sowohl für das eine als auch für das andere Pimktepaar gültig 
sein. Mau erhält somit im Ganzen vier Gleichungen, in welchen 
X, y, x\ y\ |, 7], I', t]' bekannt, nämlich experimentell bestimmt 
sind. Somit wird man diese vier Gleichungen benutzen können, 
um die vier Entfernungen H, H'^ Ff F' zu berechnen, also 

If ■«mann, Haupt- u. Broimpnnkta. S. Aafl. 8** 
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benutzen kSxmen, mn die Lagen der Haupt- und Biemipimkte zu 

ermitteln. 

Bestehen der erste and letzte Elöiper des Cyliuders aus ein 
und demselben Stoflf, ist also m — m , so findet zwischen den Elnir 
fernungen 77, 77', F, F' , wie wir kürzlich [in (17) Seite 40] ge- 
funden haben^ die Belation statt: 

(3) B'\'ff^F'\-r, 

In diesem Fall braucht man also von den vorhin genannten Tier 
Gleichungen nur drei zu benutzen, indem man als oMs die Bda- 
tion (3) hinzonimmi 
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